Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Università degli Studi di Roma, facoltà di Ingegneria ∫_{+∞} 0 dx √ x 1 + x^2

. Consideriamo il piano complesso “tagliato” lungo l’asse Rez > 0 ossia D = C\{Re z > 0} e la

funzione f(z) = √ z 1 + z^2

. Sia Γ = γ_1 ∪ γ_2 ∪ γ_3 ∪ γ_4. ∫ Γ dzf(z) = 4∑ i=1 ∫ γ_i dzf(z).

ε γ_1

γ_3 γ_2

γ_4 ε

γ_1(t) = te^{iε} ε ≤ t ≤ R. ∫ γ_1 dzf(z) = ∫_R ε dte^{iε} √ te^{iε} 1 + t^2e^{2iε} e nel limite ε → 0, R → +∞ si ha

lim_{ε→0} lim_{R→+∞} ∫_R ε dte^{iε} √ te^{iε} 1 + t^2e^{2iε} = ∫_{+∞} 0 dx √ x 1 + x^2 γ_2(t) = Re^{iφ} ε ≤ φ2π − ε. ∫ γ_2 dzf(z) = ∫_{2π−ε} ε dφRie^{iφ} √ Re^{iφ} 1 + R^2e^{2iφ}

. Per R > 1 L’integrando in modulo si maggiora con R^{3/2} R^2 − 1 e nel limite R → +∞ tende a zero

γ_3(t) = −te^{i(2π−ε)} −R ≤ t ≤ −ε. ∫ γ_3 dzf(z) = ∫_{−ε} −R −dte^{i(2π−ε)} √ −te^{i(2π−ε)} 1 + t^2e^{2i(2π−ε)} = ∫_{−R} −ε dte^{−iε} √ −te^{i(π−ε/2)}. 1 + t^2e^{−2iε}

. Il

cambio di variabile τ = −t dà ∫_R ε dτe^{−iε} √ τ(−)e^{−iε/2}. 1 + τ^2e^{−2iε} −−−→_{ε→0} −−−−−→ R→+∞ = ∫_{+∞} 0 dx √ x 1 + x^2

γ_4(t) = εe^{iφ} con ε ≤ φ ≤ 2π − ε. Si ottiene ∫ γ_3 dzf(z) = ∫_{2π−ε} ε dφεie^{iε} √ εe^{iφ} 1 + ε^2e^{2iε} −−−→_{ε→0} 0

La somma dei quattro limiti dà 2 ∫_{+∞} 0 dx √ x 1 + x^2 = 2πi(Resf(i) + Resf(−i)).

Resf(i) = lim_{z→i} f(z) = lim_{z→i}(z − i) √ i (z + i)(z − i) = √ e^{iπ/2} 2i = e^{iπ/4} 2i Resf(−i) = lim_{z→−i} f(z) = lim_{z→i}(z + i) √ −i (z + i)(z − i) = √ e^{i3π/2} −2i = e^{i3π/4} −2i . Alla fine si ottiene 2πi( e^{iπ/4} 2i − e^{i3π/4} 2i ) = π √ 2.

28/f ebbraio/2006; esclusivamente per uso personale, è vietata ogni forma di commercializzazione 1